@ ESTATISTICA | - 2° Ano/Economia, 1° semestre, EN 05. 01.2021

2 horas (20 valores)

Nome: NO:
Espaco reservado para classificagcoes
la.(10) 3a.(10) 4a.(15) 6a.(15)
1b.(10) 3b.(10) 4b.(10) 6b.(10)
2a.(15) 3c.(10) 4c.(10) 7. (10)
2b.(15) 3d.(15) 5. (20) 8.(15)

Atencdo: todas as questoes devem ser devidamente formalizadas e justificadas.

1. Seja (X,Y) uma variavel aleatdria bidimensional com fungdo probabilidade conjunta dada por:

y\x 0 1 2
0 0.12 0.22 0.06
1 0.21 0.10 0.03
2 0.07 0.06 0.01
3 0.07 0.02 0.03

a. Calcule P(X <Y).Obtenhatambém E(X +Y|Y = 1)

PX <Y) =701 +/f(02)+f(03)+f(12) + f(1,3) + f(2.3)
= 0.21+0.07 + 0.07 + 0.06 + 0.02 + 0.03 = 0.46
EX+YIY=1D)=EX|Y=1D)+EX|lY=1)=X+1=2Z jadque
E(Y|Y =1)=1 eque
0.21 0.10 0.03

b. Obtenha a fungao de distribuicao de X .

047 x=0
Comega por obter-se a fungdo probabilidade de X , dada por fx(x) =40.40 x = 1 para se determinar a
013 x=2

0 x <0
047 0<x<1

087 1<x<2
1 x=2

fungdo de distribuicdo Fy(x) =

2. Seja X uma variavel aleatéria com fungdo densidade dada por fy(x) =2 (x —1),1 <x < 2.
a. Obtenha a fungdo de distribui¢do de X e calcule P(X < 1.5|X > 1.2).

0 x<1 0 x <1
Fe@)=[" frwdu={[ 2@w—-1Ddu 1<x<2={x>-2x+1 1<x<2
1 x> 2 1 x=2

Jéquefle(u—l)du=(uZ—Zu]f=(x2—2x)—(1—2)=x2—2x+1

_ P(12<X<15) _ Fx(1.5)-Fx(1.2) _ 0.21 _
P(X<15|X>12) = Pl Lrz)  0s6 0.219




b. SejaY outra variavel aleatdria cuja fungdo densidade marginal, condicionada por X =X, é dada por

frix=x(¥) = L 1< y <xcom1l <x < 2.0btenha a fun¢do de densidade marginal de Y e calcule

x—1’

P(X >15,Y > 1.5).

fer@y) = fx@®) frx=x() =2 -1 =2  1<y<x,1<x<2
Logo
frO) =10 fryGeydx = [J2dx=2(2-y)  1<y<2

P(X >15Y>15) = [’ [" 2dydx = [/ .(2y]¥s dx = [/ (2x — 3) dx = (x* = 3x]35 = 0.25

3. O numero de livros vendidos num site de online segue um processo de Poisson com taxa média de 4 por hora.
a. Qual a probabilidade de se venderem mais de 9 livros num periodo de hora e meia?

X1 — N2 de livros vendidos numa hora X,~Po(4)
X, — N2 de livros vendidos numa hora e meia  X,~Po(6)
P(X;>9)=1-P(X,<9)=1-0.9161 = 0.0839

b. Sabendo que entre as 10 e as 11 se venderam 6 livros qual a probabilidade de se venderem 5 na meia-hora
seguinte?

De acordo com as regras do processo de Poisson, os acontecimentos em intervalos de tempo disjuntos sdo
independentes, logo basta calcular a probabilidade de se venderem 5 livros em meia hora

X3 — N2 de livros vendidos em meia hora X3~Po(2)

P(X; =5) =0.0361

¢. Qual a variancia do tempo necessario para vender 2 livros?

De acordo com as regras do processo de Poisson, o tempo entre acontecimentos consecutivos é dado por
uma exponencial e portanto o tempo necessario para vender 2 livros, seja T, serd dado por uma gama.
Assim, T~G(2,4) estando o tempo medido em horas.

Logo var(T) = 42—2 =0.125

d. O periodo da manh3 (entre as 8 e o meio-dia) for dividido em 8 meias horas. Qual a probabilidade de n&o se
venderem livros apenas num desses periodos.

Y — N2 de periodos de meia-hora (dos 8 possiveis ) em que ndo se vendem livros
Y~B(8,p) comp = P(X3 = 0) = 0.1353

P(Y=1) = (?) 0.1353 x (1 — 0.1353)7 =0.3912

Ou arredondar p para 0.15 e ir a tabela = 0.3847
Ou ir a tabela e calcular a média com p=0.10 e p=0.15 -> (0.3826+0.3847)/2=0.38365

4. O peso de um pacotinho de aglicar é uma varidvel aleatdria com distribuicdo Normal de média 6 gramas e
variancia 1. Admite-se que o enchimento dos pacotes é feito de forma independente.
a. Ossaquinhos sao embalados em caixas de 10 unidades. Qual a percentagem de caixas com peso inferior a 58
gramas?



X; — Peso (em gramas) do pacotinho i X;~n(6,1)
Y = Y% X; — peso de uma caixa de 10 unidades Y~n(60,10)

P(Y < 58) = ® (53;_20) = ®(—0.63) = 1 — ®(0.63) = 1 — 0.7357 = 0.2643

Temos entdo 26.43% de caixas com peso inferior a 58 gramas

b. Em cada caixa com 10 saquinhos qual a probabilidade de haver mais de 3 saquinhos com peso inferior a 5
gramas.

Seja p a probabilidade de um saquinho pesar menos de 5 gramas e N o nimero de saquinhos (em 10) com
peso inferior a 5 gramas. N~B(10;p)

p=P(X<5) = (#) =d(-1)=1-d(1) = 1 — 0.8413 = 0.1587
P(N>3)=1—-P(N < 3) =0.06 ou0.05 recorrendo a tabela comp = 0.15

¢. Calcule o limite inferior de gramas de agucar que se encontra em 80% dos saquinhos.

Procura-se o valor k tal que P(X > k) = 0.8.
Assim08= P(X>k)= P (Z > ?) sendo Z~n(0; 1).Logo k — 6 = —0.842 e portanto k = 5.158

5. Seja X uma varidvel aleatdria continua com distribuicdo Uniforme entre 0 e 4. Da populac¢do X recolheu-se uma
amostra aleatdria de dimensao 75. Qual a probabilidade de a média da amostra diferir da média da populacao
por um valor superior a 0.2?

O objetivo é calcular P(|X — u| > 0.2)
Vai-se aplicar o TLC com . = 2 e 6% = 16/12 (média e variancia de uma uniforme (0,4)). Pelo TLC sabe-se que

X-pu _ X—u 3
o/Nn~ 0.1333 n(0,1)

Assim
P(I)?—ul >02)=1 —P(I)? —ul£02)=1-P(-02< )?—u <02)=1-P(-15<Z<1.)5)

=1—(0(1.5) - d(-1.5)) =1 - (CI>(1.5) ~-(1- <1>(1.5))) — 2 x 0.0668 = 0.1336

6. A principal causa do denominado "cheiro a rolha" em garrafas de vinho é a contaminacao do vedante de cortica
por um composto quimico designado abreviadamente por TCA. Alguns estudos estimam em 3% a percentagem
de garrafas de vinho afetadas por esta contaminac¢do. No entanto, a capacidade de detetar a sua presenga
utilizando apenas o aparelho olfativo varia de individuo para individuo.

Um reputado critico de vinhos afirma que deteta 97% das garrafas contaminadas e que, se uma garrafa nao estiver
contaminada, a probabilidade de ele a classificar erradamente é de 0.01. Nestas condic¢des,

a. O critico classificou uma garrafa como tendo "cheiro a rolha". Qual a probabilidade de ele se ter enganado?

Sejam os acontecimentos A “A garrafa esta contaminada” e B “O critico diz que a garrafa esta contaminada”.
Procura-se P(A|B), isto é a garrafa ndo estava contaminada muito embora o critico dissesse o contrério.
Notando que {4, A} forma uma particdo do espaco de resultados, aplica-se a férmula de Bayes,

P(ANB) _ P(B|A) x P(A) _ 0.01 x 0.97 _
P(B)  P(B|A) x P(A) + P(B|A) x P(A)  0.97 x 0.03 + 0.01 x 0.97

P(AIB) = 0.25

b. Ao receber um lote com milhares de garrafas, um importador contrata os servigos deste critico para avaliar o
vinho de 5 garrafas selecionadas casualmente desse lote. Se pelo menos 2 garrafas forem classificadas pelo



critico como tendo “cheiro a rolha”, todo o lote é rejeitado. Qual a probabilidade de o importador rejeitar o
lote? (Nota: caso ndo tenha resolvido a alinea a) pode assumir que a resposta era 0.05, que n3o é a resposta
correta)

Seja X o niumero de garrafas rejeitadas (em 5), logo X~B(5, p) em que p é a probabilidade de o critico dar a
garrafa como ma. Da alinea anterior sabe-se que p = P(B) = 0.97 X 0.03 + 0.01 x 0.97 = 0.0388.

5
0

=1-(0.96125 + 5 x 0.0388' x 0.9612%) =1 —0.9861 = 0.0139

PX>2)=1-PX<1)=1- <( )0.03880 x 0.96125 + (i) 0.0388! x 0.96124>

Pela tabela com p = 0.05 vem uma probabilidade de 0.0226

7. Prove que dois acontecimentos incompativeis, ambos de probabilidade positiva, definidos no mesmo espaco de
resultados ndo podem ser independentes.

Se dois acontecimentos, A e B sdo incompativeis, AN B = @ logo, P(ANB) =0

Se dois acontecimentos, A e B sdo independentes, P(ANB) = P(A) X P(B) > 0jaque P(A) >0eP(B) >0
Logo se os acontecimentos sdo incompativeis, ndo podem ser independentes ja que P(A N B) ndo pode ser
simultaneamente positivo e nulo.

3 X2+Y2

> 9.01).

8. Sejam trés variaveis aleatdrias independentes, X~n(0, 1), Y~n(0, 3) e Z~x?(5). Calcule P (

X~n(0,1) -» X*~x{
y2 , Y2 3X2+Y%2
Y~n(0,3) - ?~X€1) PU=XF = =————"X
X2 eY?indep.
E portanto F = ZT/;~F(2; 5).

2,y2
oraF < U2 _ —”6” _5(3x%4+r%) 5 (3 x%+7%)
T z/5 % - 6Z 3 27
3 X24y2

Assim P( > 9.01) =P (F >2x 9.01) = P(F > 15.01) < 0.01 (valor de 13.27 na tabela)

2Z



